Feladat 1. Adjon meg egy izomorfizmust a Zs[x]/(z*+241) és a Zy[x]/(x* +2341)
testek kozott.

Megoldas: Legyen a := x/(z*+x+1), b := z/(x* +23+1). Az a képének olyan
elemet kell valasztani, aminek Z; feletti minimalpolinomja z*+x+1. A Zs[z]/(z*+
23 +1) testnek b primitiv elelme, hiszen nyilvan b3 # 1 6s 6% = b*+b = b3+b+1 # 1,
igy b multiplikativ rendje csak 15 lehet. Mivel 2 karakterisztikaju testben vagyunk,
minden (nemnulla) elemnek és négyzetének Zs feletti minimapolinomja megegyezik.
fgy a b, b2, b, b® nem lesznek jé valasztdsok a képének. A b3 minimélpolinomja

4,3, .2 _ 241y O°4+1 _ 0 _ . f
zt+a° +a°+ o+ 1=, hiszen S5~ = 17 = 0. Ez sem lesz j6 a képének,
ahogy az ugyanezzel a minindlpolinommal rendelkezd b8, b'2, és b?* = b° sem.

Maradtak: 5°, b7, b1, b1, '3, b™. A B° és a b'¥ nem jék, mert harmadrendfiek, a
pedig nem az. A mésik négy j6 valasztds. Ezt onnan lehet tudni, hogy mivel a 16
elemi testnek négy automorfizmusa van, négy izomorfizmus lesz, viszont a képe az
izomorfizmust egyértelmiien meghatéarozza.

A lista:

0 0 0 0 0

1 1 1 1 1

a b =b2+b+1 bt pt3 pl4

a+1=a* b3 =02+5b bl 7 plt

a2 b14 _ b3 + b2 b13 bll b?

CL2 + 1= aS bll — b3 + b2 + 1 b? b14 b13

a’>+a=ad® =03 4+b+1 blo > plo

a2 +a+ 1= alO bl(] — b3 + b b5 blO b5
a’ W=v+b2+b+1 b* b b2

a®+1=a B=v+>+b b+ b b

a3 +a= a9 bS b9 b12 bG

a®+a+1=a" =0 +1 b2 b B

a®+a® =adb b2 =b+1 B v

a+a?+1=a" b bt 2

a®+a®+a=a't b2 b b bt

ad+a’>+a+1=a? P =b+1 b2 8 p?

Feladat 2. Héany tizedfoku irreducibilis polinom van Z, felett?

Megoldéas: Elséfokfi 2 van, mésodfokt egy (2% + 2 + 1), harmadfokd kettd
(23 +x+16s 23+ 22+ 1).

Negyedfokd polinombdl 16 van, ebbdl 8-nak gyoke a 0, a tobbi felének gyoke
az 1. Emellett van még egy polinom, ami az irreducibilis méasodfoki négyzete. A
maradék harom polinom irreducibilis.

A 8 6t6dfokiibdl, aminek nincs gyoke, harom olyan van, ami nem irreducibilis
(a masodfoku, és valamelyik harmadfoku irreducibilis szorzata). Hat irreducibilis
polinom maradt.

A 16 hatodfokubdl, aminek nincs gyoke, 3 olyan van, ami a mésodfok és valame-
lyik negyedfokt irreducibilis szorzata, 1 olyan, ami a masodfoku irreducibilis kébe,
és 3 olyan, ami két harmadfoki irreducibilis szorzata. Az irreducibilisek szama 9.

Hetedfok esetén a relevans particidk: 7 =542 =4+ 3 = 3+ 2 + 2. Ezekhez
a particidkhoz rendre 6 -1 = 6, 3 -2 = 6, és 2 polinom tartozik. fgy 25 —14 =18
irreducibilis polinom van.



Nyolcadfokra: 8 =6+2=5+3=444=44242=34+34+2=2+4+2+2+4+2. Az
ezekhez tartozo6 polinomok szama: 7, 6-2 = 12, 3+(3) =6, 3, 3, 1, az irreducibilisek
széma 26 —9—6-2— (34 (3)) —3—3—1=30.

Kilencedfokra: 9=74+2=64+3=54+4=5+24+2=44+34+2=3+3+3=
342+ 2+ 2, az irreducibilisek szdma 27 —18 —9-2—-6-3—-6—-3-2—4 — 2 = 56.

Végiil tizedfokra: 10 =84+2=74+3=64+4=6+24+2=5+5=5+3+2=
444+2=443+3 =44+24+2+2 =34+3+2+2 = 24+2+2+242, az irreducibilisek
széma: 28 —30-18-2-9-3—9— (64 (3))—6-2—(3+(3))—3-3—3-3-1=199.

Feladat 3. Legyenek p és ¢ primszamok. Mutassa meg, hogy a 7Z,, f6l6tti ¢g-ad foku
p'—p
PRt

irreducibilis polinomok szdma

Megoldas: Legyen K egy p? elemi test. Minden k € K elemre a Z,(k) test
kozbiilsé teste a ¢ foki K | Z,, testbévitésnek. Igy degy, (k) = [Zp(k) : Zy] € {1, q}.
A k nyilvan akkor elséfokt, ha benne van a primtestben. A t6bbi p?—p elemnek igy
g-ad foku a Z, feletti minimalpolinomja. Ezek a minimalpolinomok irreducibilisek
Z,, delett, és egy polinom legfeljebb ¢ elemnek lehet minimélpolinomja. fgy van Zy
felett legalabb qu—p irreducibilis polinom.

Ahhoz, hogy megmutassuk, hogy ennél nincs is tobb, beldtjuk, hogy minden Z,
feletti irreducibilis f polinom pontosan ¢ darab K-beli elemnek minimalpolinomja.
Ez ekvivalens azzal, hogy K felbontasi testje f-nek.

Tudjuk, hogy f-nek van egy L felbontasi testje Z, felett. Izt generdljdk f
gyokei, legyenek ezek x1,...,z4. Mivel L = Z, (21, ... ,24), és az Osszes x; algebrai
Zy, felett, L véges test. Mivel minden «; minimélpolinomja a g-ad foku f, [Z,(z;) :
Zp) = degy, (v:) = ¢, 1gy |Zp(x;)| = p?. Tehdt minden x; benne van az L egy p?
elemii résztestjében. De egy véges testnek maximum egy p? elemii részteste van,
tehat az Osszes x; ugyanabban a p? elemi résztestben van benne, és mivel az x;-k
generaljdl L-t, ez a résztest maga L. Tehat L egy p? elemi test, vagyis izomorf
K-val. Mivel egy L — K izomorfizmus megdrzi L primtestét (és igy f-et), ez azt
jelenti, hogy K is felbontasi teste f-nek.

Feladat 4. Tekintiik a kovetkezd kédolast:
73" — 75 (x1,...,710) = (T1,21 + T2, T2, To + T3, . .., T, Tg + T10, T10)-

Mennyi ennek a kédoldsnak a minimdlis tdvolsdga? (Vagyis legkevesebb hany bit-
ben tér el két kiillonb6zé bemenet képe?)

Megoldas: Linearis kddolasrol van szd, ilyenkor a minimélis tavolsag meghaté-
rozasdhoz azt kell nézni, hogy nemnulla vektor képe legalabb hany nemnulla kom-
ponenset tartalmaz.

Jél lathatd, hogy ez ebben az esetben 2: példaul a 0000000001 vektor képe csak
két 1 bitet tartalmaz, mig ha egy bemenetben x; = 1, akkor z; bit a képben 1,
és vagy az x;—1 és az x;_1 + x; bitek léteznek, és egyikiik 1, vagy az x;41 és az
i1 + x; bitek 1éteznek, és egyikiik 1.

Feladat 5. Mennyi az f = z* +  + 1 polinom &ltal meghatérozott Z§ — Zi°
kédolds minimélis tdvolsdga? (Vagyis legkevesebb hany bitben tér el két kiilonb6zd
bemenet képe?)

Megoldas: Nem lehet tobb 3-ndl, hiszen példaul az 1 polinomnak (vagyis a
000001 bitsorozatnak) a képe f, ami csak hdrom monomot tartalmaz.



Lehet ennél kevesebb a minimalis tavolsdg? Ha igen, akkor van olyan ¢ polinom,
ami legfeljebb otodfoku, és fg legfeljebb két monomot tartalmaz, vagyis ™ vagy
™ + z" alaki. EI6bbi alaki polinom nyilvan nem lehet f-fel oszthaté. Utdébbi
akkor és csak akkor oszthaté f-fel, ha 1+ 2™~ oszthaté vele, igy feltehetjiik, hogy
m = 1.

Van olyan n < 9, amire z" + 1 oszthaté f-fel? Ezt végig lehet szamolni, de
a kovetkezOképpen is lehet érvelni: f|a™ 4+ 1 ekvivalens azzal, hogy a Zs[x]/(f)
testben az a := x/(f) elemre a™+1 = 0, vagyis a’ = 1, vagyis a multiplikativ rendje
osztja n-net. Akkor van ezt teljesité n < 9, ha a multiplikativ rendje legfeljebb 9.
A test 16 elemi, igy a multiplikativ rendje a 15 osztdja, igy elég azt leellendrizni,
hogy a3, illetve a® a testben egyenlé-e 1-gyel. Egyik sem az (lasd az 1. feladatot).

Tehat a minimalis tavolsaga a kédnak 3.



4

Feladat 6. Tegyiik fel, hogy a p = (2° + 22 +1)(2° +2* + 23 + 22 + 1) polinom &ltal
meghatérozott 2-hibajavité Z32° — Z3° BCH-kddolast alkalmaztuk egy csatorndn,
amin legfeljebb 2 bit romlik el. A csatornan beérkezett az

10100/11011]01101]00110]11111|10010
bitsorozat. Mi volt az iizenet?

Megoldas: A feladat: valtoztassunk meg a beérkezett f bitsorozatban legfeljebb
két bitet tgy, hogy a kapott sorozatnak megfelels (legfeljebb 29 fokd) polinom
oszthaté legyen p-vel.

A modulo p szdmolast helyettesiti a modulo z°® + z2 + 1 és a modulo 2° + 2* +
23 + 22 + 1 szdmolds (vagyis testbeli szdmoldsok). Nézziik az x hatvényait ezen
modulusok szerint:

1 1 1

xt T T

22 22 22

23 23 23

xt x* xt

x® 2 +1 432?41
20 B+ 22 +r+1
x’ x4 22 42+
a8 4?41 A
x9 [ L gy 2?41
x10 2t 4+1 2+
!t | x4 2?2
2 2+t a2 +1
3 A 4?41
' 2+t 422 +1 e +1
2 ottt 441 41
x16 4+ +1 441
i 41 [
218 z+1 41
2 2+ 43+l a+1
20 3 + 22 z+1

22! x4—|—:ﬂ3 x2+x
222 241 3 4 12
23 B4 +r+1 x4 28
x4 a3+ a4 4?41
2 a4+ 1 2t 2 4
226 4+ r+1 3 +1
%7 441 4z
28 2?4+ [ |
29 23 +1 B4+ +1
230 2+ a4

Az f maradéka x°+22+1 szerint 22 +x, % +2* +23 + 2241 szerint 23 +22. Nincs
olyan z-hatvany, ami ezt a két maradékot adnd, tehat két x-hatvany Osszegeként
kell ezeket a maradékokat eléallitani.
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Az i-j parok, amelyekre 2! + 27 = 22 + 2 (2° + 22 +1): 0-11, 1-2, 3-12, 4-28,
5-18, 6-20, 7-30, 8-27, 9-13, 10-26, 14-16, 15-25, 17-22, 21-24, 23-29 (22 + x = 29,
igy 19-nek nincs péarja).

Az i-j parok, amelyekre ' + 27 = 23 + 22 (2° + 2t + 23 + 2% + 1): 0-24, 1-7,
2-3, 4-8, 5-18, 6-16, 9-26, 10-21, 11-23, 12-28, 13-15, 14-19, 17-25, 20-29, 27-30
(2% + 22 = 2?2, {gy 22-nek nincs pérja).

A ko6z6s par 5-18. fgy a 6. és a 19. bit romlott el. Az lizenet megkapdsihoz nincs
més dolgunk mint hogy elosszuk a 10100/01011|01101|00100|11111|10010 sorozatnak
megfelel6 polinomot p-vel. Ezt visszairva sorozatra, az lizenet:

10110/01100/10110]00110.



